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摘要: 快速 ICA (独立分量分析: Independent Com ponent Analysis)算法是目前非常流行的一种好算法.以四阶累积量

作为优化判据, 在分析批处理的固定点快速分离算法基础上, 对牛顿迭代法进行了一系列改进, 提出了一种新的独

立分量分析算法, 计算机的仿真结果验证了该改进算法的有效性.
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  独立分量分析 ( Independent Component A na ly-

sis, ICA )是信号处理领域的一种新处理方法, 它与

盲信源分离 ( B lind Signal Separat ion, BSS)技术是紧

密联系的.在统计独立性的假设下,独立分量分析是

对由独立信源产生且经过未知线性混合的观测信号

进行盲信源分离,从而重现原独立信源. 它是根据

盲分离技术能提取独立成分的特点而发展起来的,

其应用主要集中在盲信源分离和特征提取.目前, 一

些学者用 ICA在人脸识别、遥感图处理、心电信号去

噪、目标增强等方面取得的应用成果也充分展示了

ICA广泛的应用前景.

  图 1为 ICA的简单线性模型, 没有考虑含噪声

图 1 ICA混合 -解混线性模型简释

的情况.用数学语言来描述 ICA问题
[ 1]
: 设有 N 个

未知的源信号 si, i= 1, 2, ,, N,构成一个列向量 s=

[ s1, s2, ,, sN ]
T
. A是一个 M @N 维源信号混合矩

阵, x = [x1, x2, ,, xM ]
T
是M 维随机观测信号向量,

且满足下列方程

x( t ) = As( t). ( 1)

式 ( 1)可写成矩阵形式,即

x1 ( t)

s

xM ( t )

=

a11 , a1N

s w s

aM 1 , aMN

s1 ( t )

s

sN ( t )

. ( 2)

式 ( 2)中,每个混合信号 xi ( t ) ( i= 1, ,, M )都可以

是一个随机信号, 其每个观测值 xi ( t)是在 t时刻对

随机信号 xi的一次抽样.由式 (2)可以看出, t时刻

各观测数据 x i ( t )是由各独立源信号 sj ( t )的值经过

不同 a ij线性加权得到的.

ICA的任务是寻找一个解混矩阵 B,使得

y ( t ) = Bx( t ). ( 3)

要求输出信号 yi 相互独立, 则 y = [ y1, y2, ,, yN ]
T

就是 s的估计值.

在信源 s( t)中各分量互相独立的假设下, 由观

测 x ( t )通过解混系统 B将源信号分离开来,使输出

y ( t)逼近 x ( t). 一般解混系统 B分两步进行处理:

第 1步 /球化0, 使输出 z( t)的各分量 zi ( t )的方差为

1, 而且互不相关 (但未必独立 ); 第 2步 /正交变

换 0,一方面使输出 yi 的方差保持为 1,同时使各 yi

尽可能相互独立. 此时不但 p ( y ) = 0
M

i= 1
p ( yi ),而且协

方差阵 Cy = E [ yy
T

] = IM .

ICA是在某一判据意义下进行的寻优计算, 它

实际上包含两部分的内容: 采用什么判据作为一组

信号是否接近相互独立的准则; 其次是用怎样的算

法来达到这个目标.

虽然基本的快速 ICA算法能较好地分离出源信

号,但它的收敛速度还不够快.本文以四阶累积量作

为优化判据, 在分析采用批处理的固定点快速分离

算法的基础上,利用修正牛顿迭代法的三阶收敛性,

减少求雅可比矩阵的次数, 提出了一种新的独立分

量分析算法, 不仅也能较好地分离出源信号,而且提

高了收敛速度, 并通过计算机的仿真验证了算法的

有效性.



1 四阶累积量判据

由中心极限定理知非高斯程度可以作为逐次提

取独立分量 ( Independent Componen,t IC )时独立程

度的判据,而负熵应是最适当的衡量信号非高斯程

度的度量.

本文中采用四阶累积量作为负熵的判据
[ 2-3]
为

J ( yi ) = k4 ( yi ) .

因为
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而
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应用梯度法时,
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稳态时 $ui = 0,因而有
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3
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2
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由此得固定点的两步迭代算式

u
T
i ( k + 1) = E { z [ u

T
i ( k) z)

3
] }

ui ( k + 1) z
ui ( k + 1)
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. ( 4)

  由中心极限定理可知, 非高斯性可以作为随机

信号相互依赖的度量,所以当非高斯性达到最大时,

表明已完成对各独立分量的分离. y的非高斯性越

强, J ( y )的值越大, 即最大化非高斯性就是最大化

的四阶累积量.

2 快速 ICA算法

目前,流行的 ICA算法大致可以分为两大类:一

类是基于批运算某种相关的判据函数,这些算法一

般需要进行复杂的矩阵和向量运算, 如文献 [ 4-7 ];

另一类是基于随机梯度方法的自适应算法, 主要问

题是运算的收敛速度慢. FastICA算法的一般步骤如

下:

1)对观测信号 x进行去均值预处理.

2)通过线性变化改变观测信号 x, 得到一个新

的白噪声化变量 xc, 使得 xc的各个分量不相关. 白

噪声化使 xc新的混合矩阵 Ac正交化.白噪声化的过

程为

xc= Cx = CAs = Acs.
  3)用 FastICA算法分离出 s的各个分量.

(1)初始化 u ( 0),令其模等于 1,置 k= 1;

(2)u ( k ) = E {x [ u ( k - 1)
T
x ]

3
} - 3u ( k - 1),

期望值可由大量 x向量的采样点的平均值计算出

来;

(3)用 u ( k ) 去除 u ( k );

(4)如果 u ( k)
T
u ( k- 1) 不是足够接近 1, 那

么令 k= k+ 1,返回第 (2)步,否则输出 u ( k ).

算法最后给出的向量 u ( k )等于正交混合矩阵

A中的一列,在信号分离中意味着 u ( k )分离了其中

的一个非高斯信号 u ( k )
T
x ( t), t= 1, 2, ,等于其中

一个源信号.

3 改进的 FastICA算法

第 2章中的第 ( 2)步即是 FastICA的迭代过程,

针对第 ( 2)步, 本文提取的改进算法在不增加求雅

可比矩阵次数的情况下,减少收敛时的迭代次数, 从

而也获得减少计算量、提高算法速度的效果.

基本的牛顿迭代法:

xn+ 1 = xn - [ f ( xn ) /fc( xn ) ],  n = 0, 1, 2, ,

( 5)

是求解非线性方程 f ( x ) = 0的重要方法. FastICA算

法就是根据式 ( 5)得出的,进而估算出 U. 可以证明

当 f ( a ) = 0,但 fc( a ) X 0时, 式 ( 5)是二阶收敛. 对

牛顿迭代法进行修改
[ 8 ]

:

x
*
n+ 1 = xn - [ f ( xn ) /fc( xn ) ],

xn+ 1 = xn - [ 2f ( xn ) / ( fc( xn ) + fc( x
*
n+ 1 ) ) ] ,  

n = 0. 1, 2, , ( 6)

修正后的牛顿迭代法具有三阶收敛,这无疑加快了

收敛速度.下面给出修正牛顿迭代法三阶收敛性的

证明:

定义  令 x0, x1, x2, ,是收敛于 a的序列, 并令

en = xn - a. 如果存在着数 p 及常数 C X 0, 使得

lim en + 1 / en

p
= C, 则称 p为序列的收敛阶, 称

C为渐进误差常数. 对于 p = 1、2、3分别称为线性、

二阶、或者三阶收敛, 也称 en + 1 = Ce
p

n + O ( e
p + 1
n )为误

差方程
[ 9]

.

设 f (x ): Iy R在开区间 I内具有直到四阶的导

数,如果 aI I是 f ( x ) = 0的单根,且 x0充分靠近 a,

则由式 ( 6)定义的修正牛顿迭代法具有三阶收敛,

且误差方程为

en+ 1 = C
2
2 +

1
2

C 3 e
3
n + o ( e

3
n ), ( 7)

其中 en = xn - a, Ck = ( 1 /k! )f
( k)

( a ) /f c( a), k= 2, 3.
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证明  将 f (x )在 a处作 Taylor展开, 则

f (xn ) = f ( a + en ) = f ( a ) + fc( a) en +

1

2!
fd( a ) e

2
n +

1

3!
fÊ ( a) e

3
n + o ( e

3
n ) =

f c( a) [ en + C2 e
2
n + C3 e

3
n + o ( e

3
n ) ] ,

fc( xn ) = fc( a ) [ 1 + 2C 2en + 3C 2e
2
n + o ( e

2
n ) ].

对于式 ( 6), 则可得

x
*
n+1 = xn -

f (xn )

f c(xn )
= a + C2E

2
n - 2(C

2
2 - C3) e

3
n + o(e

3
n ),

f c(x*n+1 ) = f c(a) [1+ 2C
2
2e

2
n - 4(C

3
2 - C2C2 )e

3
n ] + o( e

3
n ),

xn+1= xn -
2f (x)

f c(xn ) + f c(x*n+1 )
= a + C

2
2 +

1

2
C3 e

3
n + o( e

3
n ),

en+ 1 = C
2
2 +

1

2
C 3 e

3
n + o( e

3
n ).

  即证明了由式 (6)定义的修正牛顿迭代法具有

三阶收敛,且误差方程为

en+ 1 = C
2
2 +

1

2
C 3 e

3
n + o( e

3
n ).

  根据修正的牛顿迭代法, 本文提出了基于四阶

累积量的改进 FastICA算法.其具体表达形式为

u
*

i ( k ) = ui ( k - 1)E { z [ u
T

i ( k - 1) z ]
3
} -

3{E { [ u
T
i ( k - 1) z

2
] } ui ( k - 1),

u
*
i ( k ) = u

*
i ( k ) / u

*
i ( k ) ,

ui ( k ) = 2ui ( k - 1)E { z [ u
T
i ( k - 1) z ]

3
} -

3{E { [ u
T
i ( k - 1) z

2
] } + E { [ u

* T
i ( k -

1) z ]
2
} }ui ( k - 1). (8)

本文提出的改进算法的具体步骤为

1)对观测信号 x进行中心化处理;

2)对中心化后的 x进行白化处理;

3) 初始化随机权矢量 u0, 设置收敛误差

0< En 1;

4)按照式 (8)调整 u,计算出 uk 后,进行去相关

和归一化;

5)如果 uk - uk- 1 < E,则算法收敛, 估算出一

个独立分量,否则重复步骤 4)和 5);

6)由分离矩阵 U得到源信号的所有估计 yi, 输

出估计信号 y.

4 仿真实验和算法分析

分别用 FastICA算法和本文中的改进算法对波

形信号和语音信号进行实验.

实验一  波形信号的盲分离:选择正弦波、锯齿

波、奇异曲线波和脉冲噪声波为 4个波形源信号 (由

M atlab提供,见图 2),随机产生一个 4 @ 4混合矩阵

A对波形信号进行混合. 混合信号的波形如图 3.

A =

01486 4 01018 5 01791 9 01405 7

019501 01891 3 01821 4 01921 8

01231 1 01762 1 01447 2 01738 2

01606 8 01456 5 01615 4 01176 3

图 2 4个波形源信号

图 3 4个波形混合信号

  图 4为基本 FastICA算法分离的信号图,图 5为

本文改进算法分离的信号图.由分离的结果可见, 两

种算法均能较好分离出源信号, 并未造成信号丢失.

图 4 FastICA算法分离的波形信号
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图 5 本文算法分离的波形信号

  下面对 FastICA算法和本文的改进算法的收敛

速度进行比较,分别列出分离每个分量 ( Independent

Componen,t IC )的迭代次数、每次的总迭代次数和平

均迭代次数,结果见表 1(为了更客观地比较两种算

法,每种算法均随机进行 10次盲分离 ) .

表 1 波形信号收敛速度比较

序号
基本 F astICA算法 改进 F astICA

IC1 IC2 IC3 IC4 总迭代次数 IC1 IC2 IC3 IC4 总迭代次数

1 9 7 6 2 24 9 7 5 2 23

2 8 6 7 2 23 7 5 4 2 18

3 6 5 9 2 22 6 6 2 2 20

4 8 7 12 2 29 7 5 6 2 20

5 7 8 5 2 22 8 7 9 2 26

6 10 8 5 2 25 10 6 6 2 24

7 6 6 8 2 22 8 6 7 2 23

8 7 12 5 2 26 7 5 7 2 21

9 8 6 8 2 24 7 7 3 2 19

10 7 5 4 2 18 7 6 6 2 21

平均  7. 6 7 6. 9 2 23. 5 7. 6 6. 7 5. 9 2  21. 5

  从表 1中可见,本文改进算法 10次盲分离的总

迭代次数少于基本的 FastICA算法, 经计算迭代速

度提高了 8. 51%, 从而说明了本文改进算法的有

效性.

实验二  语音信号的盲分离: 两个语音信号来

自 www. cis. hu.t f i/pro jects/ ica /, 语音源信号的波形

图如图 6所示.

  图 7为两个语音信号的混合图,图 8为 FastICA

算法分离的语音信号图,图 9则是本文算法分离的

语音信号图.由分离结果可知, 两种算法均能较好地

分离出源信号.下面对 FastICA算法和本文的改进算

法的收敛速度进行比较,分别列出分离每个分量 ( In-

dependent Componen,t IC )的迭代次数、每次的总迭代

次数和平均迭代次数,结果见表 2(为了更客观地比

较两种算法,每种算法均随机进行 10次盲分离 ).

图 6 两个语音源信号

图 7 两个语音混合信号

图 8 FastICA算法分离的语音信号

  从表 2中可见,本文的改进算法 10次盲分离的

总迭代次数少于基本的 FastICA算法,经计算迭代速

度提高了 5. 56%.
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图 9 本文算法分离的语音信号

表 2 语音信号收敛速度比较

序号
基本 FastICA算法 改进 FastICA

IC
1

IC
2 总迭代次数 IC

1
IC

2 总迭代次数

1 11 2 3 5 2 7

2 6 2 8 6 2 8

3 7 2 9 6 2 8

4 7 2 9 7 2 9

5 6 2 8 6 2 8

6 5 2 7 7 2 9

7 8 2 10 6 2 8

8 7 2 9 7 2 9

9 6 2 8 7 2 9

10 7 2 9 8 2 10

平均 7. 0 2 9. 0 6. 5 2 8. 5

5 结论

本文在对牛顿迭代法进行修正的基础上,提出了

一种改进 FastICA算法, 在与基本 FastICA算法分离

效果相当的情况下,在一定程度上减少了迭代次数,

加快了收敛速度,结论的有效性得到了验证. 但是针

对图片信号或其他高维信号的混合盲分离,该改进算

法的有效性还需要进一步验证,还需要具体作形式上

的修改,这也是下一步讨论的问题.
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An Improved Fast-ICA A lgorithm Based on Fourth-Order Cumulant
Jian Ke, Cui Zh-i tao

( Departm ent o f Computer and Inform ation Sc ience, C ity College of Dongguan Unive rsity o f Techno logy, Dongguan 523106, China)

Abstract: Fas-t ICA method is a popu lar good algorithm nowadays. T t proposes a new independent component ana lysis

algo rithm which uses fourth-order cumu lant as the optim ized criterion, and improvesN ew ton iterat ion method by ana-

lyzing batch processing f ixed-po int fas-t ICA method. The validity and performance of the proposed a lgorithm are ver-i

fied by ex tensive computer simulations.

Key words: b lind signal separation; fourth-order cumulan;t fas-t ICA
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